TD n°5: Le théoréme des résidus

Analyse complexe 2025-2026, Thomas Serafini
tserafini@dma.ens.fr

Les exercices marqués d’'un £9% sont 4 faire en priorité, ceux marqués d’un &t sont des exercices complémen-
taires, & faire pour aller plus loin.

Généralités sur les résidus

£9 Exercice 1. Quelques calculs.

1. Démontrer que si f a un zéro d’ordre 1 en a alors

1
Res, (1 =
5.(1/1) =
2. Calculer le résidu de Z,,Ll_l en e
3. Calculer le résidu de cot(z) = Z?r?((j)) en n.

4. Démontrer que si f € M(U) a un pole d’ordre n en a € U, alors

1 anfl

Res,(f) = [CE=] W«Z —a)"f(2))

z=a

£9 Exercice 2. Autour des résidus.
On fixe f une fonction holomorphe au voisinage de a € C et g une fonction méromorphe au voisinage de a.

1. Supposons que f ne s’annule pas et que g a un poéle d’ordre 1 en a. Démontrer
Resa(fg) = f(a)ReSa(9)~
2. Supposons a présent que g a un pole d’ordre n en a, on écrit
f(2) =ap+ai(z —a) +az(z —a)® + ...

g(Z) = b—n(z — a)in + ...+ b_l(z — a)fl + bO + ...

Démontrer que

Res.(fg) = Z a;b;.

itj=—1

Exercice 3. Résidus de fractions rationnelles.
Soient f(z) € C(z) une fraction rationnelle de degré deg(f) < —2 (ou deg(f) = deg(p) — deg(q) si f = p/q).

1. Démontrer & I'aide du théoréme des résidus que
Z Resq(f) = 0.
a
2. Démontrer que si de plus f € R(2) et n’a pas de pdle sur R, alors Z%(a)>0 Res,(f) est un imaginaire pur.

3. Mettre ces résultats en défaut si la condition sur deg(f) n’est pas vérifiée.
On ne suppose plus rien sur deg(f) et on définit, pour f € C(z), le résidu en l'infini de f comme le résidu
enw=0de -5 f(1/w).

fMerci & Hadrien et Louise pour ce phoque et ce raton-laveur en Tikz.



4. Démontrer que —— f(1/w) admet un zéro d’ordre —deg(f) —2 en w = 0 (ot on considére un péle
d’ordre n comme un zéro d’ordre —n).

5. En intégrant f(z)dz sur un cercle de rayon R > supy(,)—o |2|, démontrer que
Resoo (f) = — ZResa(f).

Indication : Un cercle de rayon R >> 1 orienté dans le sens direct est un petit cercle de rayon 1/R << 1
orienté dans le sens indirect autour de l’infini.

Exercice 4. Nombre de zéros et poles d’une fonction rationnelle. Soit f(z) € C(z). On définit, pour
a € Cu,(f) =nsif aun zéro dordre n en a, v,(f) = —n si f a un pole d’ordre n en a (en particulier,
ve(f) =0 si f n’a ni zéro ni pole en a.) On définit v (f) = — deg(f).

1. Démontrer que v, (f) = Res,(f'/f) pour tout a € CU {oo}.
2. A T'aide de l’exercice précédent, démontrer que
Z Ua(f) =0.
a€CU{o0}
Autrement dit, une fonction rationnelle a toujours autant de zéros que de poles, comptés avec multiplic-
ités.

Calculs d’intégrales

£9 Exercice 5. Une transformée de Fourier.
Calculer, pour £ € R, I'intégrale

On pourra distinguer les cas £ > 0 et £ < 0.

Exercice 6. Encore une intégrale.
Soient s € C, n € Z>; vérifiant 0 < R(s) < n. Calculer

/ < z® dx

0 1+2" x

a l'aide du contour donné par les segments [0, R] et [Re?™/™ 0] (avec I'orientation) et I'arc de cercle Re®,
0<6<2,

£9 Exercice 7. Un contour différent.
Soit f(z) € C(z) a poles simples, sans pole dans R, et s € C vérifiant 0 < R(s) < —deg(f). Calculer

e d
| @

en fonction des Res,(f) a 'aide d’un contour Pac-Man, comme ceci :

(=



Appliquer a f(z) = ﬁ
Indication : on pourra définir une détermination du logarithme sur C \ R par L(z) :=log(—z) + im.

Exercice 8. Théoréme de Von Dantzig.

1. Soit a €10, 1[. Démontrer & l’aide du théoréme des résidus que

/ 9irta sin(ma) i _ 25inh(2mag)
R c cosh(mz) + cos(ma) o sinh(27¢)

1
cosh(mz)

2. En déduire que est sa propre transformée de Fourier.

Calculs de sommes

£ Exercice 9. Les valeurs de ¢ aux entiers pairs.
On considére la fonction méromorphe

2im
fz) = 22k (e2imz — 1)
Pour R(s) > 1, on pose
1
((s) =) vl
n>1

1. Démontrer que z — =5 est développable en série entiére au voisinage de 0, et que les coefficients du
développement sont rationnels. On appelle ces coefficients renormalisés par n! les nombres de Bernoulli,

et on note
z zZ"
=> B
e —1 n!
n=0

2. Démontrer que f a un pole simple en chaque entier non-nul et calculer le résidu.

3. Démontrer que f a un pole d’ordre 2k + 1 en 0, de résidu %

4. En intégrant f sur le carré Cy de coins +(N + 1/2) + (N + 1/2)i, démontrer que

(ziﬂ)Qkng

@R = =

Exercice 10. Une somme de cotangentes hyperboliques.
On pose, pour k£ > 0 entier :

coth(nm) 1
Sk = Z nAk+3 T = Z e
n>1 n>1
1. Démontrer que Sy, = 2T}, + ((4k + 3).

2. Démontrer qu’au voisinage de 0, on a

22nan "
zcoth(z) = Z )l 22",
n>0 ’

I ) . . .
3. On pose f(z) = ©tr2)coth(™2) Determiner ses poles, leurs ordres et leurs résidus.
z4k+3 I

4. Démontrer, grace & une méthode similaire a ’exercice précédent, la formule

2k+2

2 % = % > (=1 (2m)C(4k + 4 — 2m)

n>1 m=0

ot on normalise ¢(0) = —% = —%. En déduire la valeur de T},. On obtient donc une formule de la forme

C(4k+3) = cpm? 3 4 2Ty 1 3, avec ¢, un nombre rationnel explicite : & condition de savoir calculer T,
c’est une série qui converge beaucoup plus vite vers ((4k + 3) !



& Exercice 11. Séries de Fourier de formes modulaires.
On définit, pour S(7) > 0 :

1
Gor(r)= =

(m,n)#(0,0)

On cousideére, pour (w) > 0, la fonction méromorphe

um

fuw(z) = (z — w)2k(e2imz _ 1)

1. Déterminer les résidus de f,, en chaque m € Z.

2. Démontrer que le résidu de f,, en w est donné par

2m
Resw(fw) _ ' Zd2k 1 2wrdw
d>1

3. En intégrant f,, sur le carré de coins £(N + 1/2) £ (N + 1/2)i, démontrer que

1 2171'
d2k 1 217wa
> - e

meZ
On note ox(r) := 3y, d*.

4. Démontrer, pour (1) > 0 :

1 2z7r
n;éozv:nez (m + m’)zk a 2k - 1)! ZU% '
2i7r‘r'

oug=e
5. En utilisant le résultat de ’exercice 9, démontrer que
ng(’r)=2<(2k ].— ZO’Qk 1
7‘>1

6. Démontrer que Goy (—%) = 726Gy (1), et en déduire que Gyp2(i) = 0.

7. Démontrer que

o q _ 2k 1qn
E 2k—1( E -
1—qm
r>1 n>=1
et en déduire que
4k+1
n* T Buigo

n>1e2m-1 8k +4



